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基于 ＦＰＧＡ的零误差大数阶乘算法的设计与实现

刘公绪，史凌峰，辛东金
（西安电子科技大学电子工程学院，陕西西安７１００７１）

　　摘　要：　随着大数据时代的到来，人们对超高精度科学计算的需求日益迫切，其中一个难点是大数阶乘问题．斯
特林公式作为计算大数阶乘的传统近似方法，远不能在精度上满足要求，其它的阶乘算法可以实现较高的精度，但以

牺牲大量存储空间为代价．本文提出一种具有零误差的大数阶乘算法，可以根据问题规模优化存储空间，利用并行计
算的思想和ＦＰＧＡ的优势来提高计算速度，测试结果表明，所提出的算法具有较好的时空效率，可以应用在如大数阶
乘计算器等诸多领域．
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１　引言
　　对阶乘多项式的最初定义和基本特性的分析可以
追溯到上世纪九十年代［１］．文献［２］对阶乘的概念和性
质做了一定补充．文献［３］提出了一种用于编号排列的
阶乘数字系统，大数阶乘的应用由此可见一斑．众所周
知，许多现实中的工业和经济领域的问题是排列组合

和优化问题，这都离不开阶乘运算．此外，计算机对泰勒
多项式和自然对数ｅ的高阶近似，本质也是求整数ｎ的
阶乘．

当问题规模比较大，即计算大数 ｎ的阶乘时，计算
过程不可避免的消耗大量时间，这显然不能满足实时

超高精度解的要求．人们对超高精度解算的需求越来

越迫切［４］．事实上，阶乘算法常以迭代和递推的形式呈
现，虽然其可以用各种语言来实现，但算法效率

不高［５，６］．
此外，整数在计算机中的表示形式有天花板，其最

大表示值取决于编译器，如在６４位编译器中，整数最大
可以表示为２６４－１，换句话说，其只能精确表示２０的阶
乘．因此，需要重新定义新的整数类型，或者研究新的算
法，可以让计算机处理和表示更大整数的阶乘．

利用链表或动态数组可以表示大于２０的整数的阶
乘，因为对链表的访问普遍要比对数组的访问慢，并且

构建链表往往需要更多的存储空间，在计算大数阶乘

时，无论是运算速度还是存储空间，链表都不是最佳

方案．
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利用整数数组来构建一个可以表示尽可能大的整

数，该整数的理论上限取决于存储空间，通常为了直观，

数组中的每一个元素都用十进制数表示．文献［４，７］利
用了动态数组来存储和表示大数的阶乘，且每个数组

元素表示的位数不同．虽然这能够精确表示大数的阶
乘，但是其运算速率一直是瓶颈，且对问题规模缺少自

适应性，即或是因为预设一个足够大的静态存储空间

而造成存储资源的浪费；或是因为存储空间不够而导

致问题规模足够大时溢出．
文献［８］全面地介绍了阶乘算法的发展，包括斯特

林公式近似法，除此之外，也提到其它五种高精度阶乘

计算方法．如 ＳｐｌｉｔＲｅｃｕｒｓｉｖｅ算法，简单易行，且没有质
因数的分解；ＰｒｉｍｅＳｗｉｎｇ算法，基于摇摆数的概念，通
过摇摆数的质因数乘式来计算整数 ｎ的阶乘；Ｍｏｅｓｓｎｅｒ
算法，只用加法来实现，但缺少实际意义；ＰｏｏｒＭａｎ算法
可以使用阶乘查表法，可以快速计算 １００００的阶乘；
ＰａｒａｌｌｅｌＰｒｉｍｅＳｗｉｎｇ算法，是对 ＰｒｉｍｅＳｗｉｎｇ算法的改
进，使用并发程序设计和多核处理器来提高计算速率．

在前人研究的基础上，本文提出一种零误差大数

阶乘算法．该算法可在硬件资源有限的情况下，根据问
题规模，自动分配最优的存储空间，给出没有误差的计

算结果；同时利用 ＦＰＧＡ并行处理的优势，模拟多核处
理器并行处理过程，大大提高计算速率．

２　算法设计过程
　　算法提出的总框图如图１所示，相应的硬件测试平
台如图２所示．所提出的算法包括三部分：首先是问题
规模的估计，即计算阶乘 ｎ的位数 ＮＵＭ，显然 ｎ或者
ＮＵＭ越大，问题的规模越大；然后根据位数 ＮＵＭ的大
小优化存储空间；最后使用并行计算的方法得到整数 ｎ
的阶乘结果．通过使用硬件描述语言，即ＶｅｒｉｌｏｇＨＤＬ语
言，借助ＦＰＧＡ平台实现该阶乘算法．过程如下：利用锁
相环ＰＬＬ来管理全局时钟，并控制每一个Ａｌｗａｙｓ语句，
实现并行计算；将计算结果存储在同步动态随机存储

器（ＳＤＲＡＭ）中；ＦＩＦＯ用来从ＳＤＲＡＭ读取计算结果，并
在液晶显示器上（ＬＣＤ）显示，这里引入ＦＩＦＯ，是为了提
高对计算结果的读取速率．下面将对算法各部分进行
具体介绍．
２１　问题规模估计

根据阶乘多项式的定义，ｎ的阶乘如式（１）所示：
ｎ！＝１·２·３·…·ｎ （１）

其中，ｎ是正整数．对式（１）两边同时以１０为底取对数，
可以准确估计ｎ阶乘的位数ＮＵＭ，如式（２）所示：

ＮＵＭ＝ｌｏｇ１０１＋ｌｏｇ１０２＋…＋ｌｏｇ１０ｎ （２）
当ｎ比较大时，对ＮＵＭ的确定可能是耗时的．可以利用
斯特林公式如式（３）所示，来解决这一问题：

ｎ！≈ ２π槡 ｎ ｎ( )ｅ
ｎ

（３）

这里，ｅ是自然对数．对式（３）两边同时以１０为底取对
数，得式（４）：

ｌｏｇ１０ｎ！＝
１
２ｌｏｇ１０（２πｎ）＋ｎｌｏｇ１０

ｎ( )ｅ （４）

基于式（４），问题规模ＮＵＭ的解析表达式如下：

ＮＵＭ＝ １＋１２ｌｏｇ１０（２πｎ）＋ｎｌｏｇ１０
ｎ( )ｅ （５）

２２　存储空间优化
在ＶｅｒｉｌｏｇＨＤＬ语言中，十进制数可以由一个数组

来表示，如ａ为数组名，Ｍ为数组大小如式（６）和式（７）
所示：

ａ［Ｍ］＝ａＭ－１ａＭ－２…ａ０ （６）
γｗＭ＝ＮＵＭ （７）

９９…{ ９
ｗ
９９…{ ９

ｗ
!

２６４－１ （８）

ｗ＝ｍｉｎ９９…{ ９
ｗ
９９…{ ９

ｗ
－２６４{ }＋１ （９）

其中，ａｉ，ｉ∈（０，Ｍ－１）表示一个数组元素代表一个 ｗ
位十进制数，γ是与数据在 ＳＤＲＡＭ存储时数据的对齐
方式相关的参数，通常γ的典型值为１．因此，数组 ａ可
以表示一个有γｗＭ位的十进制数．考虑到 ＬＣＤ硬
件资源有限，我们假设问题规模的天花板是 ｎ＝ｎｍａｘ＝
２５０００，即这里 ｎ是整数，且 ｎ∈（０，２５０００）．事实上，如
图３所示，针对同一个 ｗ，计算时间随着问题规模的增
大成倍增加．值得注意的是，针对同一个问题规模，计算
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时间随着ｗ的增大而显著减少．其原因不难理解，ｗ越
大，数组中每一个元素的权重越大，相当于其能装载数

据而不至于溢出的能力越强，数组中对应的各元素刷

新的平均频率也越低，这样就加快了计算速度．然而，ｗ
不能一直大下去，其理论上限由式（８）和式（９）决定．同
时，式（６）～（９）也表明，数组中各元素表示的位数越
多，针对相同的问题规模，其所需要的存储空间越小．这
样，存储空间就可以根据问题规模的大小自适应的分

配，实现优化．至此，所有关于存储空间和问题规模的参
数都已经确定．下面即开始利用这些参数，和并行计算
方法，求ｎ的阶乘．

２３　并行计算
图４描述了给定总存储空间（ＮＵＭ）时，ｗ和Ｍ关

系的示意图，其中相同颜色的单元格表示 ｗ，表示该位
置存储一个ｗ位的十进制数；Ｍ不仅表示数组的大小，
还表示数组内部各相邻元素之间的逻辑关系，即权重，

示意图中为突出权重的不同而用不同的颜色表示．如：
从右到左，红色的表示的权重为１００ｗ，蓝色的表示的权
重为１０１ｗ，紫色的表示的权重为１０２ｗ，依次类推．明白
这一点，对基于存储空间划分的并行计算的理解非常

重要．严格来讲，所提出的方法不是并行计算，而是一种
类并行计算方法，这里只是利用 ＦＰＧＡ并行计算的优
势．ＶｅｒｉｌｏｇＨＤＬ的Ａｌｗａｙｓ语句是并行语句，不同权重单
元同时进行阶乘计算，在权重单元溢出时再进行迭代

更新．在每个子ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ中，可以采用最简单的阶乘递
推算法，只是在溢出时，将溢出值更新到后一个存储空

间，同时对当前存储空间求模，具体如图５所示．

３　实验验证和讨论
　　事实上，关于存储空间优化的仿真和讨论在２２节
已经涉及，下面主要是对整个算法的运算速度和精度

进行对比分析．可以利用 ＶｅｒｉｌｏｇＨＤＬ的时序控制和计
时器获得提出算法的运行时间．ＶｅｒｉｌｏｇＨＤＬ演示实验
如图６所示，为便于展示，以１０的阶乘为例．图６所示
结果模拟了在时钟控制下，阶乘计算结果更新的机制．
此外我们测试了在ｎ＝１００００（ＮＵＭ＝３５６６０）时各算法
的时间效率，如图７所示．显然，相比于已有的阶乘算
法，所提出的算法用时最少．为了测试所提出的算法在

不同复杂度下的时间效率，可以通过改变 ｎ的大小来
改变复杂度．我们测试了不同复杂度下各算法的时间
效率，测试结果如图８所示．该对比反映了不同复杂度
下，所提出的算法较传统算法有较大改善．同时，可以
定量分析在各测试复杂度下，相比于对比算法，所提出

的算法的时间效率提高４０％以上．

图９表明所提出的算法计算的位数与真实值完全

２８１１
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重合，而其它算法均出现不同程度的截断现象，因此所

提出的算法可以精确到个位，即零误差．此外，利用本
文提出的算法，基于 Ｃ＋＋语言，我们开发出了多功能
阶乘计算器，如图１０所示．

最后，有必要讨论一下大数阶乘的应用．学者们对
大数阶乘算法的研究从未停止，因为阶乘作为一种常

见的数学运算形式，与工业与经济领域的排列组合和

优化、泰勒多项式和自然对数的高阶近似等问题息息

相关．其应用领域也十分广泛，具体如下所述．

直接应用领域是高精度乘法器［９］，多功能计算器等

科学计算器，其解决方案一般是通过Ｃ／Ｃ＋＋／Ｍａｔｌａｂ以
及其它编程语言，开发上位机软件；解决方案２是利用嵌
入式、ＦＰＧＡ等开发平台对上位机软件进行硬件实现．

间接应用领域包括以下四点．
（１）数据传输与加密领域［１０］，将大数阶乘作为产

生秘钥的核函数．
（２）人工智能方面，如利用卷积神经网络训练高精

度目标跟踪算法［１１］．
（３）大数据方面，如高精度多维计数器［１２］、海量数

据反演算法［１３］等．
（４）高精度导航定位领域［１４～１６］；尤其是捷联惯性

导航，位置误差会随时间累积，且其与姿态误差的三次

方成正比，因此需要研究高精细姿态计算方法．大数阶
乘可以作为一种惩罚因子，抑制误差的漂移，提供长期

的位置服务．
关于各应用领域的解决方案，在底层实现上，大数

阶乘往往依靠数组、链表、堆等存储，采用近似方法、快

速傅里叶变换方法、以及并行计算方法等进行实现；在

间接应用领域，大数阶乘的计算结果往往取导数、加权

等，在建模和仿真中作为算法处理中的核心步骤，解决

各种工程实际问题．

４　结论
　　本文提出一种零误差大数阶乘算法，在硬件资源
有限的情况下，可以估计问题规模，并根据问题规模自

动分配最优的存储空间，给出零误差的计算结果，同时

利用ＦＰＧＡ并行处理的优势，模拟多核处理器并行处
理，大大提高计算速率．此外，基于该算法开发多功能
阶乘计算器上位机，测试结果表明，所提出的算法具有

较好的时空效率，可以应用在如大数阶乘计算器、组合

与优化、导航与定位等诸多领域．
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